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Streszczenie

Praca rozpoczyna cykl trzech prac poswieconych roli randomizacji w
przeprowadzaniu eksperymentow badawczych. Szczegolny nacisk polozony jest
na sformulowanie matematycznego modelu obserwacji eksperymentalnych. W
artykule wprowadzone sq niezbedne pojecia podstawowe. Zbudowane sq modele
proby zrandomizowanej oraz proby prostej. Zbadane sq pewne wlasnosci tych
modeli.

1. WSTEP

Wnioskowanie na podstawie eksperymentu jest zagadnieniem ztoZonym bo
obejmujacym trudne do pogodzenia, jesli nie wrecz przeciwstawne,
tendencje, z ktérych gtoéwna Jjest chedé matematycznego, a wiec
abstrakcyjnego, opisania tego co realizuje sie w $wiecie rzeczywistym.
Zlozono$¢ te poglebia szereg uwarunkowan i ograniczen wynikajacych badz to
z przedmiotu eksperymentu i Jjego zakresu, badz to z indukcyjnej
natury samego wnioskowania statystycznego.

Wsréd wielu czynnikéw majacych wplyw na przebieg wnioskowania
centralng role odgrywaja procesy randomizacyjne, ktére, jak dowiadujemy
sie 2z pracy Stiglera (1978) (patrz takze Folks, 1984), pojawily sie w
praktyce eksperymentalnej juz bardzo wczesnie, bo w roku 1884 w zwigzku z
doswiadczeniem przeprowadzonym przez Peirce’a i Jastrowa, w ktérym badano
prég percepcji sensorycznej. Wprowadzenie zasady randomizacji do teorii
statystyki matematycznej nastapito znacznie POZniej i bylo wynikiem prac
prowadzonych w latach dwudziestych naszego stulecia przez pionieréw

doswiadczalnictwa - R.A. Fishera i J. Neymana. W latach péZniejszych
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zagadnienia te byly rozwijane przez wielu statystykéw, wsréd ktérych
wymienié mozna nazwiska Kempthorna, Wilka, Tukeya, Zyskinda, Scheffkgo,
Yatesa, Neldera, Bailey. Mimo tak 2znacznego zainteresowania procesami
randomizacyjnymi oraz prawie powszechnego ich stosowania we wspéiczesnej
praktyce eksperymentalnej, rola randomizacji w dos$wiadczalnictwie ciagle
Jjeszcze wzbudza 2ywe kontrowersje (patrz Thornett, 1982, a takze
Greenberg, 1951, Harville, 1975, Kempthorne, 1977). )

W pracy niniejszej, rozpoczynajgcej cykl trzech prac poswieconych

teorii randomizacji, usystematyzowano pojecia podstawowe oraz
przedstawiono wiasnosci préb zrandomizowanych. Pode jscie tu
zaprezentowane, choé¢ nawigzuje do dobrze znanych idei, szeroko

dyskutowanych w literaturze statystycznej, odbiega jednak pod pewnymi
wzgledami od podejsé tam prezentowanych. Dostarczylo ono systema-
tycznego wyjasnienia sytuacji, w ktérych prowadzenie randomizacji jest
ugasadnione, a w ktérych zbedne.

2. JEDNOSTKI EKXSPERYMENTALNE. POPULACJA PODSTAWOWA

Podstawa materialng dla przeprowadzenia eksperymentu s3 zwykle
Jednostki eksperymentalne. Moga byé nimi: maszyny, urzadzenia, ich
produkty, rosliny, poletka, zwierzeta, prébki materiatéw itd. Kazda
Jednostke charakteryzuje wiele cech, 2z ktérych cze$é mozZna zmierzyé
bezposrednio, a okreslenie warto$ci innych wymaga zwykle mniej lub
bardziej wyspecjalizowanej aparatury laboratoryjnej. Pomijajac trudnosci z
okresleniem wartos$ci poszczegélnych cech, kazda jednostke doswiadczalna
mozZna w sensie matematycznym utozsamid z punktem w przestrzeni
euklidesowej odpowiednio dobranego wymiaru, przy czym kolejne cechy,
opisujace ustalon3 jednostke, odpowiadaja kolejnym wspéirzednym punktu.

Wszystkie potencjalne jednostki mogace wziagé udziat w ustalonym
eksperymencie tworza pewien zbiér, ktéry okreslad bedziemy mianem
populacji podstawowej i oznaczaé symbolem P. Okreslenie tej zbiorowosci
Jjest w kazdym eksperymencie sprawa bardzo istotna, gdy2z stanowi ona
podstawe odniesienia dla wszystkich wyprowadzanych 2z doswiadczenia
konkluzji, przy czym kazde wzbogacenie tej zbiorowosci powoduje
rozszerzenie ogélnosci wycigganych wnioskéw (poréwnaj Kempthorne, 1977,
s.5).

Z uwagi na zréznicowanie jednostek, wynikajgce z naturalnego
zréznicowania wartosci cech je charakteryzujacych, populacja podstawowa na
ogél nie redukuje sie w przedstawieniu matematyczno-geometrycznym do
Jjednego punktu, lecz stanowi zbiér rozproszony. Rozproszenie to Jest
zazwyczaj znaczne w przypadku populacji przyrodniczych, gdzie zmienncéd
Jjednostek regulowana zjawiskami naturalnymi jest duza, a bywa niewielkie w
przypadku populacji technicznych, gdzie niekiedy mozna doprowadzié¢ do
peinej unifikacji jednostek (poréwnaj Kempthorne, 1977, s.5).
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Charakteryzuj3gc populacje podstawowa jednostek nalezy takze zwrécidé
uwage na jej liczebnosé. Nie ma ona wickszego znaczenia w przypadku, gdy
wszystkie jej jednostki moZna uznaé za identyczne. Na ogét jednak takie
zaloZzenie nie moze byé przyjete i wtedy w procesie modelowania
eksperymentu liczebno$é populacji podstawowej musi byé brana pod uwage.
Wyréznia sie tutaj dwie kategorie populacji. Pierwsza to tzw. populacje
skoliczone, zawierajgce z géry okreslona liczbe N Jjednostek. Populacje te
oznaczad bedziemy symbolem ?“. Druga kategoria, to populacje o
nieskonczonej liczbie jednostek lub wrecz populacje nieprzeliczalne. Do
tej kategorii zaliczymy réwniez populacje skoficzone lecz o tak duzej
liczbie jednostek, Ze potraktowanie ich Jjako populacji nieskoliczonych nie
bedzie budzilo istotnych zastrzezZeh. W tej kategorii 2znajda sie zatem
populacje skoficzone, ale bardzo liczne, a takze te, w ktérych liczba
Jjednostek nie jest dokladnie znana, a jedynie oszacowana od dotu znaczng
liczba naturalng, i wreszcie takie populacje, w ktérych nie Jjest mozliwe
ustalenie zasady numerowania jednostek. Populacje te oznaczaé bedziemy
symbolem Pm, traktujac je réwnoczesnie jako przypadek graniczny, przy
N —> ®, populacji ?".

Chcac dokonaé¢ pelniejszej formalizacji poczynionych do tej pory uwag
oznaczmy przez Uy Upyene Jjednostki populacji, a przez X g-wymiarowy
wektor, ktérego kolejne skt adowe reprezentuja kolejne wyréznione cechy
Jjednostek, w ogbélnej liczbie gq. Napiszemy ponadto x = x(uJ) w celu
utoZsamienia wybranej, powiedzmy j-tej jednostki z punktem w g-wymiarowej
przestrzeni euklidesowej RY.

Przy tych oznaczeniach, populacji skoficzonej ?" = (u‘. ) u')
odpowiada skolficzony zbiér punktéw (xje Rewnidnital , 2,..., N}. W wypadku
populacji nieskoficzonej Pm zbiér odpowiadajacych jej punktéw jest
nieskoliczony lub wrecz nieprzeliczalny. Tym samym opis populacji !’& nie
moZze by¢ tak prosty jak w wypadku populacji ?'. Przy jego sformulowaniu
uzywamy najczesciej $rodkéw probabilistycznych, ktére Jjednakze ujmuja
poszczegélne jednostki raczej przecietnie niz indywidualnie.

3. OBIEKTY DOSWIADCZALNE

W odréznieniu od badan, w ktérych jedynym celem Jest dostarczenie
informacji opisowych o okreslonych populacjach naturalnych, w badaniach
dcidle eksperymentalnych pojawiaja sie tzw. obiekty (zabiegi)
dos$wiadczalne, ktérymi moga byd¢ poréwnywane technologie, procesy,
warianty nawozZen, odmiany ro$lin uprawnych, terapie, diety pokarmowe,
b3gdz kombinacje pozioméw okres$lonych czynnikéw eksperymentalnych takich
jak na przykiad temperatura, cis$nienie, czas, wilgotnosé, dawki
nawoZeniowe itp. Tak ogbélnie rozumiane obiekty charakteryzuja sie
mozliwoscig ich stosowania na jednostkach dos$wiadczalnych. Zakiada sie

przy tym, 2e na kazdej jednostce moze by¢ zastosowany dokiadnie jeden
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obiekt (poréwnaj Bailey, 1981, s.215) oraz ze ten proces stosowania
podlega peinej kontroli ze strony eskperymentatora. W rezultacie dziatania
zastosowanych obiektéw do$wiadczalnych wartogci poszczegélnych cech
opisujacych jednostki ulegaja okresflonym zmianom, ktére moga okazad sie
zmianami pozadanymi lub niekorzystnymi. Modyfikacje te bedziemy ogélnie
okresla¢ mianem efektéw obiektowych.

Wszystkie obiekty biorace udzial w danym dos$wiadcgzeniu, lub szerzej
wszystkie te obiekty, o ktérych eksperymentator zamierza sie wypowiedzied
Po przeprowadzeniu analizy wynikéw doéwiadczenia, tworzg pewien zbiér 7.
Najczedciej zbiér ten Jjest skoficzony, ale nic nie stoi na przeszkodzie
aby, podobnie jak w przypadku populacji podstawowe j ?m. dopudcié réwniez
sytuacje, gdy jest on nieskoniczony.

Liczba jednostek eksperymentalnych przeznaczonych dla kolejnych
obiektéw bioracych udziat w doswiadczeniu wynika z tzw. planu
dos$wiadczenia, na ktérego wyb6r decyduje sie eksperymentator maj3c na
wzgledzie z jednej strony mozliwodé weryfikacji postawionej hir-~tezy
badawczej orasz precyzje i efektywnosé do$wiadczenia, a z drugiej strony
ograniczenia techniczne i ekonomiczne zwigzane z prowadzeniem
eksperymentu.

4. STRATEGIA EKSPERYMENTALNA

Ogélnie rzecz ujmujac, zadaniem eksperymentatora jest wyprowadzenie
wnioskéw o wzajemnych relacjach w zbiorze obiektéw 7 odniesionych do
ustalonej populacji podstawowej ®. Zgodnie z zasadami wnioskowania
indukcyjnego cel ten moze byé osiaggniety przez odpowiednie zaplanowanie i
przeprowadzenie do$wiadczenia gz ustalonymi obiektami ze zbioru 71
zastosowanymi na wybranym =z populacji # skoficzonym zbiorze Jjednostek
eksperymentalnych. Uzyskane z doéwiadczenia obserwacje, po poddaniu ich
odpowiedniej analizie, stanowia podstawe dla sformulowania wnioskéw
koficowych wyrazonych poprzez okreslenie wptywu ré6znych obiektéw na zmiany
cech jednostek populacji podstawowej. Elementem wig2zacym wszystkie te
etapy postepowania eksperymentalnego jest model probabilistyczny opisujacy
zachowanie sie potencjalnych obserwacji. Model ten winien powstad w
stadium planowania eksperymentu, przy czym jego struktura powinna byé
zwigzana s$cidle ze sposobem przeprowadzenia do$wiadczenia, tak aby mégt on
stanowid teoretyczna podstawe dla analizy wynikéw uzyskanych z
eksperymentu. Dos$wiadczenie i 2zwigzany z nim model obserwacji musza
stwarzaé¢ wystarczajgce podstawy dla uchwycenia i oddzielenia zmiennosgci
Jednostek wynikajacej z zastosowanych na nich réZnych obiektéw
do$wiadczalnych od zmiennosci naturalnej samych jednostek. Interesujaca
zmienno$é zwigzana z dziataniem réznych obiektéw dotyczy zatem Jednostek,
a doktadniej cech Je charakteryzujacych, i bytaby bez watpienia
tatwa do zaobserwowania, gdyby Jjednostki doswiadczalne przed
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przeprowadzeniem eksperymentu byly identyczne. W tej sytuacji stwierdzenie
Jjakiejkolwiek zmiennosci wsréd jednostek, na ktérych zastosowano rézne
obiekty, mozna byloby w cato$ci tlumaczyé zréznicowanym wpiywem tych
obiektéw. To powszechne przekonanie catkowicie uzasadnia ogblng strategie
eksperymentalng sprowadzajgcg sie do dwéch kolejnych przeciwstawnych
dziatan. Pierwsze z nich polega na poczgtkowym wyréwnaniu Jjednostek, na
przyktad na drodze odpowiedniej ich selekcji, natomiast drugie zwigzane
Jjest 2z celowym réznicowaniem jednostek przez poddanie ich dziataniu
réznych obiektéw. Postepowanie takie, choé mozliwe w doswiadczeniach
8cisle kontrolowanych, prowadzonych w skali laboratoryjnej, ma jednak
ograniczone zastosowanie w powszechnej praktyce eksperymentalnej.
Ograniczenie to wigzZze sie bgdZz z trudnos$ciami technicznymi polegajgcymi
na niemozliwogci utworzenia dostatecznie licznej gbiorowogci jednostek
poczatkowo identycznych, badz 2z zaloZeniem metodologicznym zwigzanym =z
checia odniesienia sie we wnioskach koficowych do populacji podstawowej, w
ktérej jednostki z natury rzeczy sa zréZnicowane (pordwnaj Kempthorne,
1977, s.5-6).

Problem poczjatkowej unifikacji jednostek, odgrywajacy tak wazna role
w strategii eksperymentalnej, moze byé jednak rozwigzany innymi $rodkami.
Rozwigzanie to polega na wprowadzeniu takich mechanizméw losowania, ktére
umozliwiaja traktowanie jednostek populacji podstawowej P tak, jakby byiy
one W pewnym sensie identyczne.

W wypadku populacji nieskoficzonej ’m' kiedy jest rzecza oczywista, ze
tylko czes$¢ jednostek populacji moze wzigé udziat w eksperymencie,
unifikacje jednostek mamy w istocie zawart3 w przyjmowanym a priori opisie
probabilistycznym samej populacji. Mianowicie, kazdej jednostce u pobranej
z populacji Pm w sposéb losowy, niezalezny i za pomoca jednakowego
mechanizmu losowania przypisuje sie identyczng pod wzgledem rozkitadu
prawdopodobiefistwa g-wymiarowa zmienng losowa x = x(u), ktérej kolejne
sktadowe zwigzane s3 z kolejnymi cechami wyrézZnionymi na Jjednostkach. W
dalszych rozwazaniach przyjmiemy, 2ze dla wektora losowego x istnieje
wartos$é¢ oczekiwana,

E(x) = p ,
oraz macierz dyspersji,

D(x) = E ,

pPrzy czym ani g-wymiarowy wektor m ani gxg-wymiarowa, dodatnio okreglona
macierz I nie musza by¢ znane. Takie przedstawienie jednostek nazwiemy
modelem, ktdéry zapiszemy w postaci uporzadkowanej tréojki {x, m, E}.

W przypadku populacji skoliczonej ?' unifikacje Jjednostek moZna
uzyska¢ réwniez na drodze probabilistycznej, ktéra teraz sprowadza sie do
losowego ich indeksowania. Poniewaz postepowanie to nawigzuje do zasady
randomizacji Fishera (1935), lecz dotyczy jednostek rozpatrywanych w
oderwaniu od obiektéw dos$wiadczalnych, wiec bedziemy nazywad Jje
randomizacja Jjednostek (patrz takze Preece i in., 1978, s.114, Bailey,
1981, s.216 oraz Thornett, 1982, s.139).
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5. RANDOMIZACJA JEDNOSTEK

Populacja skoniczona ?" obe jmuje N indywidualnych jednostek u, u,
cer Uy uporzgdkowanych w pewien pocz3atkowy sposéb, wynikajgcy np. z ich
rozmieszczenia w przestrzeni lub czasie. Jak juz to zostalo powiedziane,

Jednostki te mozna utozsamié z wektorami LIRE SR x, € RrRY okreslajacymi
warto$ci ustalonego zespolu g cech dla koleJnych Jednostek. Randomizac ja
Jednostek polega na przyporzgdkowaniu im nowych indekséw w sposéb
przypadkowy i niezalezny od aktualnych wartosgci opisujacych je cech.

Proces ten przedstawimy wprowadzajgc za Kempthornem (1952, s.137) zmienne
losowe

e B 2 ) R vt d i
] = il Jlommnsy = dafri=nl, 25, . NN,
fi. AL g 0, gdy 1= j,
okreslone na zbiorze wszystkich permutacji (11, 12,..., ln) indekséw
(1, 2,..., N). RO6wnogé & X = 1 oznacza zatem, Ze w wyniku randomizacji

indeks r jednostki, nadany jej w poczatkowym uporzgdkowaniu jednoste!,
zoBtaje zastgpiony indeksem . |

Rozkiad prawdopodobiefistwa zmiennych losowych 6 Jjest uzaleZniony od
miary prawdopodobiefistwa P wprowadzonej na zbiorze pernutacdi. Przyjmujac,
Ze numeracja jednostek nie powinna prowadzié¢ do Jjakiejkolwiek ich
preferencji, przypiszemy kazdej permutacji to samo prawdopodobienstwo
1/N!. W rezultacie kazda z N zmiennych losowych & &
rozklad zdeterminowany réwnos$ciami

=1) = = £nd 207 Lalaoes
B(o, =1y s MRS L pge, s0) Bagta0d

) ma

13 2g0°ce Ny

Iif = . (5.1)
Ponadto tatwo pokazadé, ze
el oy - N
P(5, =1,5 =1) = { N(N 2 1) » 847 rere, juj-, (5.2)
0 » 8dy re#r+, j=j- lub r=r.,j=j-.,
&4 takze stwierdzié, ze dla S (S R A
2:.15.J #i1.

Niech teraz éJe r" bedzie wektorem losowym zdefiniowanym réwnoscia

GJ = (614'624""’6n4)"

W swietle (5.1) oraz (5.2)

1
N X, J=j-
aFl d g { N °n
E(8 ) =51, "E(s sk (5.3)
4 N “n sl =1 o o e
NN - 1) Iy =3y 0 55
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gdzie 1" oznacza N-wymiarowy wektor o kazdej skladowej réwnej 1, I'oznacza

macierz jednostkowa stopnia N, a J“ = lnl;. Stad macierz dyspersji wektora

65 i macierz kowariancji wektoréw 61 i 65. wyrazaja sie odpowiednio
wzorami
e % k.
D(&,) = § (X, - \I) (5.4)
oraz
R, s ‘e
Cl®, 18, )0 i 1) g = W) o0 1 dmde (5.5)

Wprowadzone zmienne losowe odniesiemy teraz do jednostek populacji ?"

reprezentowanych przed randomizacja wektorami Xy Xpyeee X, . Miano-

wicie, jednostka ,j-ta uzyskana w wyniku procesu randomizacji jest

"(“32. o . u ,

r=1 rj r

lub, przy wektorowej reprezentacji jednostek, wektor

= ’ -
x g, = X6 =L 6 x , (5.6)

gdzie X = (x‘.xz,...,x")' Jjest Nxq-wymiarow3a macierz3, ktérej wiersze

utworzone s3 z wektoréw charakteryzujgcych poszczegédlne Jjednostki
populacji PN.

Wobec obecnosci w réwnoséci (5.6) zmiennych losowych GrJ, wektory
x(J), j =1, 2,..., N, s3 teraz g-wymiarowymi zmiennymi losowymi. W
$wietle (5.3) i (5.4), kazda z nich ma warto$é oczekiwana

E(x(J)) ok o (5.7)
gdzie

jest wektorem $rednich arytmetycznych, oraz macierz dyspersji
D(x(J)) =S, (5.9)
gdzie
& ’ - l - W e o 3 ]
NS = X'(I, - X = I x x! - N xx (5.10)

r=1 r

Jest tzw. poprawiong macierza sum kwadratéw i iloczynéw. ZauwazZmy jeszcze,
Ze na mocy (5.5) macierz kowariancji dwéch jednostek zrandomizowanych ma

postad

C(X(J)'X(J-)) SAF T S o J=js . (5.11)

W rezultacie jednostki populacji skoNhczonej ?" po randomizacji moga
by¢ przedstawione analogicznie jak Jednostki populacji nieskoniczonej
?m, tj. Jjako zmienne losowe o identycznych rozktadach z parametrami
(Scislej - momentami rzedu pierwszego i drugiego) okreslonymi w (5.7) i
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(5.9). Odpowiedni model i-tej zrandomizowanej jednostki 2z populacji ?N

moZemy zapisadé w postaci { =y %, S}. 0d modelu Jjednostki pochodzgcej z

x

(]
populacji nieskoliczonej ’m r6zni sie on parametrami, a takZe, wyraZonym
za pomoc3 wzoru (5.11) skorelowaniem zmiennych losowych x J = 1,
Sasaionlc

Petniejsza zgodnod8¢ przedstawionych modeli ma miejsce, gdy liczebnos$é

2 N

N populacji ?' mo2Zna uznad¢ za wielko$é¢ wzrastajaca nieograniczenie. Jesli
wtedy przyjaé dodatkowe zaloZenie, Ze wektor drednich x, okreslony wzorem
(6.8), oraz macierz S, okreslona wzorem (5.10), maja, przy N —> o,
skoliczone granice, wynoszace odpowiednio m oraz E, to granic§ macierzy
! Jr= 'ty Byevv, N,
staja sie nieskorelowane i tym samym model jednostki zrandomizowanej
pochodzgcej z ’N utozsamia si¢ z modelem jednostki wylosowanej z Pﬁ. W tym
sensie model jednostek z populacji ?Q moZna traktuwaé¢ jako model graniczny
dla jednostek z populacji 9".

W przedstawionych opisach warto Jjeszcze umie jscowid wypadek,
gdy populacja sktada sie 2z jednostek identycznych. Latwo mianowicie
spostrzec, Ze populacje takie beda scharakteryzowane odpowiednio
réwnosciami S = O, lub £ = 0, co w obu wypadkach prowadzi do degeneracji
odpowiedniej zmiennej losowej, ktéra traci atrybut losowosci, stajac sie
wielkoscia statg.

kowariancji (5.11) jest macierz zerowa, zmienne x

6. POBIERANIE PROBY. MODEL PROBY

Kolejnym elementem, na ktéry nalezy zwrécié uwage, jest zagadnienie
zwigzane z indukcyjnym charakterem wnioskowania statystycznego, a
polegajace na wyborze z populacji podstawowej P skoliczonego podzbioru n
Jjednostek j3 reprezentujacych. Podzbiér ten oznaczymy symbolem ?n i
nazwiemy prébg.

Ograniczenie sie w konkretnym dodwiadczeniu do préby jest oczywiste w
wypadku populacji nieskoliczonych Pm. natomiast w wypadku populacji
skoficzonych, szczegélnie niezbyt licznych, moZze okazaé sie zbyteczne.
Pozostaniemy jednak przy takim podejs$ciu jako bardziej uniwersalnym,
obejmujgcym w szczegélnodci sytuacje, gdy n = N.

W celu zapewnienia reprezentatywnos$ci préby pochodzacej z populacji
nieskoliczonej ’w Jjej wybdr winien odbyé sie zgodnie z zasada losowosci. W
rezultacie préba ?n w opisie probabilistycznym jest przedstawiona przez
uktad n niezaleznych zmiennych losowych Xoo Xypeee X kazda o tym samym
rozkiadzie prawdopodobienistwa =z wartoscia oczekiwang M i macierzj
dyspersji E. W notacji wektorowej prébe Pn z populacji Pm moZna
przedstawié¢ za pomocg nxg-wymiarowej macierzy losowej

X = (xl,xn....,xn)' (6.1)

o wartosci oczekiwanej
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E(X) = 1 ' (6.2)
oraz macierzy dyspersji
D(X) = D(csX) = E @ - oty (6.3)

gdzie csX jest ng-wymiarowym wektorem utworzonym przez utozenie kolejnych
kolumn macierzy X jedna pod druga, a symbol @ oznacza iloczyn Kroneckera
macierzy. Model préby Pn pobranej z populacji nieskoriczonej ’n moZemy Ww
rezultacie zapisaé¢ w postaci

(X, 1, E0I} . (6.4)

W wypadku populacji skoficzonej ’“. reprezentatywng prébe mozna
uzyskaé kierujac sie réwniez zasada losowosci, ktéra w zastosowaniu do
populacji ?., poddanej uprzednio procesowi randomizacji, sprowadza sie do
wyboru dowolnych n jednostek zrandomizowanych, pod warunkiem jednakze, 2e
wybér ten jest niezalezny od uporzadkowania jednostek przed randomizacja.
Praktycznie oznacza to, 2Ze po wykonaniu randomizacji kazdy niezalezny
wybér n jednostek, a wiec réwniez wybdr najwygodniejszy pierwszych n
jednostek wediug numeracji ustalonej w procesie randomizacji, prowadzi do
préby reprezentatywnej ?n.‘ Komplet jednostek takiej préby moZna
przedstawié przy uZyciu nxg-wymiarowej macierzy losowej

= ’
X, = (x(‘),x(z).....x(n)) (6.5)
o wartosci oczekiwanej
= =)
E(X()) = lnx (6.6)
oraz o macierzy dyspersji
i N -
D(x()) =S e N -1 (:[.l NJn) s (6.7)

Model préby ?n pobranej z populacji skoliczonej ?' moZzZna zatem zapisadé w
postaci

sl Al il el g (6.8)

W dalszym ciggu zbiory ?n uzyskane opisanymi wyZej sposobami nazywad
bedziemy odpowiednio préba prosta lub préba zrandomizowang.

Warto na koniec podkres$lié, Ze w opisanych sposobach tworzenia zbioru
fn ma miejsce peina swoboda, je$li chodzi o ustalenie jego liczebnos$ci. W
wypadku pobierania préby z populacji Pm wystarczy zalozZenie, Ze kolejna
Jjednostka bedzie wybrana 2z zachowaniem zasady losowos$ci, a wiec bedzie
mogta by¢é reprezentowana za pomoc3g zmiennej losowej niezaleznej od
zmiennych losowych reprezentujgcych jednostki juz wybrane, a ponadto jej
rozktad prawdopodobielistwa bedzie identyczny z rozktadami tych
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wczesniejszych zmiennych. Spelnienie opisanych warunkéw bedzie mialo
miejsce, Jjesli kolejno pobrana jednostka nie naruszy rozkiadu
prawdopodobienistwa w populacji podstawowej oraz gdy jej losowanie bedzie
dokonane niezaleznie od rezultatéw wczegniejszych losowan.

Zwiekszanie liczebnos$ci préby ?n pochodzacej z populacji skoficzonej
" jest znacznie prostsze. Kolejna Jjednostk3 moze tu by¢ mianowicie
jednostka z kolejnym numerem ustalonym w procesie randomizacji Jjednostek
populacji ?'.

Warto wreszcie zaznaczyd, Ze modele préb o réznych
liczebnosciach pozostana niezmienione 2z dokiadno$cig do wymiaru n
odpowiednich wektoréw i macierzy wystepujacych w modelu.

7. JEDNORODNOSC PROBY

W przedstawieniu modelowym jednostki eksperymentalne stanowigce prébe
prosta lub prébe zrandomizowang moZna uznad za
probabilistycznie identyczne, gdyZz s3 one opisane zmiennymi losowymi o
jdentycznych rogzkiadach prawdopodobiefistwa. Te witasnos$¢ bedziemy nazywad
jednorodno$cia lub symetrig préby. Wiasno$é¢ ta nawigzuje do tzw.
wymienialnogci zmiennych losowych (poréwnaj Lindley, 1977, s.68), ktére to
okreslenie celnie odzwierciedla mozliwosd wymiennego traktowania
jednostek préby, widzianych w pryzmacie modelu. Precyzyjne okreslenie
wymienialnodci zwigzane Jjest 2z symetria t3gcznego rozktadu
prawdopodobieistwa zmiennych losowych stanowigcych prébe, przy czym
symetria rozumiana jest jako niezmienniczos$d¢ rozkiadu 13cznego wzgledem
grupy wszystkich permutacji. Poniewaz rozwaZane przez nas modele
specyfikuja jedynie momenty pierwszego i drugiego rzedu, wiec w dalszym
ciggu méwigc o symetrii rozkiadu bedziemy odnosi¢ ja do wartosci
oczekiwanej i macierzy dyspersji. Wiasnos$é te charakteryzuje nastepujace

twierdzenie bedace wielowymiarowym uogélnieniem spostrzezen Davida (1977,
8.292).

Twierdzenie 1. Niech nxg-wymiarowa macierz losowa Z ma wartos$é¢
oczekiwang E(Z) i macierz dyspersji D(Z). Je$li rozkiad macierzy Z jest
niezmienniczy wzgledem grupy wszystkich permutacji jej wierszy, to

istnieje g-wymiarowy wektor m oraz macierze V i W stopnia g takie, Ze

E(Z) = ln-’ ’ (Ta1)
D(Z) = We® I'I + Ve Jn s (7.2)
Odwrotnie, jezeli spetnione s3 réwnosci (7.1) i (7.2), to wartosé

oczekiwana i macierz dyspersji macierzy Z s3 niezmiennicze wzgledem grupy
wszystkich permutacji.
Dowod. Niech Z = (z‘,z2

C(zi.zi_) = v11- dfa: 1, 1° "= L, 24500

AR ET) Toray niech E(z )=m_, D(z )=M_,
n i £ i i

, n, i #» i+, Wtedy wobec niezmien-
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niczo$ci rozktadu mamy

m = E(zl) = E(zJ) =m ,

M = D(zi) D(zJ) =M ,

dla i =1, 2,..., n oraz

y) =V

i K S

vtx- = C(zl,zl-) = C(zJ.z

dla dowolnego i- =1, 2,..., n, i+ » i, i+ = j. Wobec dowolnogci wskaz-

nikéw i, i+ oraz j mamy zatem
E(zl) =m, D(z‘) =M dle W= 1, D0y R

oraz

C(zl,zl.) =V AR T Te APy FTde ey M, LUmigeren

Stad roéwnos¢ (7.1) wynika bezpo$rednio, a réwno$é (7.2) po poloZeniu
zamiast réznicy M - V macierzy W. Dla dowodu pozostatej czesci
twierdzenia wystarczy zauwazyé, 2ze kazda macierz P realizujaca permuta-

cje wierszy macierzy Z spetnia relacje Pln = ln oraz PP’ = In. o

Z przedstawionego twierdzenia w szczegdélnos$ci wynika, Ze model préby
prostej oraz model préby zrandomizowanej s3 niezmiennicze wzgledem grupy
wszystkich permutacji jednostek, co pozwala w rezultacie traktowaé
Jednostki tych préb réwnowazZnie. Wniosek taki latwo ustalid zauwazajac, Ze
model (6.4), préby prostej, i model (6.8), préby zrandomizowanej, naleza
do klasy modeli wyznaczonych réwnosciami (7.1) i (7.2).

Warto tu przypomnieé, Ze jednorodno$é préby prostej jest implikowana
przyjetymi a priori zaltoZeniami o populacji PQ, natomiast jednorodnosdé
préby zrandomizowanej jest wymuszona procesem randomizacji opartym o
jednostajny rozktad prawdopodobielfistwa nad zbiorem wszystkich permutacji.
Fakt ten jest w pelni zgodny z ogélniejszym rezultatem ustalonym przez
Thornetta (1982, s.141) w jego twierdzeniu 4, z ktérego wynika, Ze jesli
tylko randomizacja jest prowadzona niezaleznie od rozktadu zmiennej
losowej x = x(u) opisujjgcej jednostki eksperymentalne, to 13czny rozktad
Jjednostek zrandomizowanych jest symetryczny bez wzgledu na poczatkowa

postaé¢ rozktadu zmiennej x.

8. WIELOKROTNE POBIERANIE PROBY

Udowodnimy tutaj dwa twierdzenia pozwalajace okreglié postaé¢ modelu
proby uzyskanej w wyniku wielokrotnego jej pobierania.

Twierdzenie 2. Jezeli ?n Jest n elementow3a g-wymiarowa préba prosta z
populacji nieskonczonej Pm. ktérej jednostki podlegaja modelowi {x, m, E},

to dowolna niezaleznie pobrana m elementowa préba zrandomizowana ze zbioru
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Pn. traktowanego jako n elementowa populacja skoniczona, ma model postaci
’
(x‘). 1_u » £ @ I-) . (8.1)

Dowod. Zgodnie z zalozZeniem, model dla =zbioru ?n. traktowanego
Jjako préba prosta z populacji ?Q. moZemy zapisad w postaci

x,1p,Ee1 1}, (8.2)

gdzie Xn = (x‘,x’,...,xn)' Jjest macierzg losowa reprezentujgcag jednostki
préby prostej. Z kolei macierz X(). opisujaca Jjednostki préby

zrandomizowane j P_ pobranej z ?n, moze byé przedstawiona w postaci

Xt> = A’Xn ’ (8.3)

gdzie A = (6‘.6:,...,6-) Jjest nxm-wymiarowa macierza losowa, ktérej
elementy 83 zmiennymi losowymi opisujacymi proces randomizacji zgodnie z
uwagami paragrafu 5. ZauwazZmy ponadto, 2Ze macierz losowa A jest nie-
zalezna od macierzy losowej Xn oraz 2Ze z wilasnos$ci wektoréw losowych 61,

62..... é wynikaja dwa zwigzki niestochastyczne

A'l = 1_ oraz A’A =TI . (8.4)

Biorac teraz pod uwage réwnosé (8.3), model (8.2), pierwsza z

réwnosci (5.3) oraz korzystajac z niezaleZnosci macierzy losowych A i Xn,
mamy

E(X.,) = E(A)E(X) = L1 101 o =1 . (8.5)

W celu wyznaczenia macierzy dyspersji D(X()) = D(csx(’) okreslmy na
poczatek warto$é oczekiwana

E(cax()(csl())') = E((I_O A')caln(csxn)'(l_e A} ,

ktéra za posrednictwem warunkowych wartosci oczekiwanych oraz réwnosci
(8.4), moze by¢ przeksztalcona do postaci

E(csx‘)(csx‘))’) = EA((I_O A’)Exlcsxn(caxn)’](l_@ A))}

Ep((X_® A')[D(X ) + csEX (csEX )'](I_ o &)}

E,((XI_e a")[(Ee I)+ (el ) e 17)1(1_© a)}

’ ’ ’ ’
EA((IOAA) + (pape @Alninh)}
- 4 ’
-!01_ + g 01_1- .
St3ad oraz w oparciu o relacje

D(X()) = E{cs!()(csx())') - (csEX())(csEX())’

i rownos¢ (8.5) mamy ostatecznie D(x()) =E® I_
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Twierdzenie 3. Jezeli Pn jest n elementow3 g-wymiarowa préba

zrandomizowang pochodzgcg 2z populacji skoliczonej ¢ to dowolna,

ul
niezaleznie pobrana, m elementowa préba zrandomizowana P_ ze zbioru Pn.
traktowanego jako n elementowa populacja skoniczona, ma model postaci
=it M ol 1
{x()' ‘-‘u' sl - M-1 (I- HJ-)) L
gdzie

oraz

Sn = # (z: x x’ - M x.x

Dowod. Uzasddnienie tego twierdzenia przebiega analogicznie do dowodu
twierdzenia 2. ZauwazZmy na pocz3atek, 2ze zgodnie 2z (6.8) model n

elementowej g-wymiarowej préby zrandomizowanej z populacji P ma

M
postad
&2 <M - 1
{x(n)' lnxn' sll @ M-1 (In HJn” »
i - ’ : :
gdzie X(n) = (x(l),x(z)....,x(n>) jest macierzg losow3g reprezentujjaca
Jjednostki wybrane 2z populacji ,u do préby Pn. Ponadto macierz

reprezentujaca jednostki z préby zrandomizowanej ?_ pobranej z ze zbioru
?n mozna wyrazié podobnie jak w (8.3), tj. w postaci

X = A'X .

Korzystajac teraz z analogicznych argumentéw jak te przytoczone w
dowodZie twierdzenia 2, mamy

= ’ =3 ’ S = =)
E(X ) = E(A )E(X(n)) = 11’1 x’ =1 X,

«> m n n M m
oraz
E(csx()(csx())') = EA{(I_Q A’)E“ifsx(n)(csl(n))’](I_@ A)}

= ’ . - l == mA

= E\(x @ A")[S, ® ;7(T M)t xx: @ J ) NI e a))

— bl L hetag = =7

e sn e H-I(I- HJ-) A (xlxﬂ e J-) ‘4
co koniczy dowédd. o

Z przedstawionych twierdzen wynikaja praktyczne wnioski dla
eksperymentatora. Pierwszy 2z nich mozna sformuiowaé w oparciu o
twierdzenie 2, ktére w istocie orzeka, Ze prowadzenie randomizacji na
Jednostkach stanowigcych prébe prost3 z populacji nieskohczonej ’o Jjest
niecelowe, gdyz nie zmienia w Zadnym stopniu wiasnos$ci jednorodnoséci czy
wymienialnosci poczatkowo zawartej w modelu populacji ,w‘ Jednoczesnie
mozna stwierdzi¢, 2e dzialanie takie jest dopuszczalne, bo wspomniang

wlasnos¢ zachowuje, co jest tatwo widoczne 2z por6wnania modelu (8.2),
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dotyczacego préby prostej Pn, z modelem (8.1), préby zrandomizowanej ?-
pochodzacej z ?n.

Umiejscawiajgc 2z kolei wymienione tu modele w klasie modeli
przedstawionej w twierdzeniu 1, latwo zauwazyé dodatkowa ich wiasnoddé.
Wyraza sie ona brakiem skorelowania poszczegdlnych Jjednostek
eksperymentalnych. W odniesieniu do modelu (8.2) wiasno$é ta wynika
bezposdrednio z przyjetego zalozZenia o niezaleznosci zmiennych losowych
opisujacych te jednostki. Natomiast fakt przeniesienia sie tej wiasnosci sz
préby prostej Pn na prébe zrandomizowana ?_ wynika z twierdzenia 2.
Rezultat ten moZna réwniez odczytaé 2z wyniku Thornetta (1982, s.139)
sformutowanego w jego twierdzeniu 1, ktére orzeka w szczegblnosci, ze
Jjezeli 13czny rozkiad wektorowej zmiennej losowej x jest niezmienniczy
wzgledem grupy wszystkich permutacji i jezeli randomizacja skitadowych
wektora x jest niezalezna od niego samego, to wektor x po zrandomizowaniu
Jjego skiadowych ma taki sam rozktad jak przed randomizacj3.

Drugi wniosek wypiywa z twierdzenia 3, ktére praktycznie oznacza, Ze
jednokrotne pobranie préby zrandomizowanej generuje model Jjednostek
eksperymentalnych, ktéry, przy powtdérzeniu procesu pobrania préby
zrandomizowanej, nie ulega juz dalszym zmianom, byé moze =z wyjatkiem
zmienionej liczby jednostek. W rezultacie prowadzenie wielokrotnej
randomizacji w celu sformowania préby mozna uznaé¢ za zbyteczne.

ROwniez i ten rezultat mozna wyprowadzié ze wspomnianego twierdzenia
Thornetta (1982). w tym celu wystarczy przypomnieé, Zze prébe
zrandomizowang ?n cechuje jednorodno$é, a wiec ponowne zastosowanie
niezaleznej randomizacji pozostawi te ceche rozkiadu t3cznego bez zmiany.

Opisane tu wlasno$éci nawiazuja takze do ogbélniejszej konkluzji
Thornetta (1982), w ktérej autor stwierdza, Ze rola randomizacji Jjest
dosd ograniczona, bo Jjedynie zachowu je wiasnosé niezmienniczosci
poczatkowo zawarta w modelu populacji. Ta uwaga, uszczuplajgca znaczenie
randomizacji, stosuje sie w petni przy pobieraniu préby prostej =z
populacji nieskolhiczonej (twierdzenie 2), 1lub préby zrandomizowanej z
populacji skoficzonej, w ktérej jednakze wstepnie dokonano randomizacji
(twierdzenie 3). W odniesieniu natomiast do niezrandomizowanej populacji
skoniczonej ?", a wiec populacji traktowanej jako kolekcja jednostek
niewymienialnych, indywidualnie zréznicowanych, utoZzsamianych 2z uktadem

ustalonych wektoréw X o9 Xogeeey X, nalezy pamietaé o kreatywnej roli
randomizacji, za pomoc3a ktérej pozadang wiasno$é niezmienniczos$ci rozktadu

wzgledem grupy permutacji mozZna do modelu wprowadzid.
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Praca wplynela 1 sierpnia 1988:
w wersji ostatecznej 10 marca 1989

ELEMENTS OF THE RANDOMIZATION THEORY.
I. A RANDOMIZED SAMPLE

Summary

The paper begins a series of three papers discussing the role of
randomization in conducting research experiments. The special emphasis is
laid on formulation of the mathematical models for experimental
observations. In this paper relevant basic notions are introduced, the
models of a randomized sample and a simple sample are constructed and

their properties are examined.



